1. RAZVIJANJE FUNKCIJA U TRIGONOMETRIJSKE REDOVE
1.1 Razvijanje funkcija jedne promenljive

Iz mnostva funkcionalnih redova izdvajaju se trigonometrijski ili Furijeovi redove koji su od
fundamentalnog znacaja kako za teoriju, tako i za praksu.

Potrebno je funkciju optereéenja px definisanu na rasponu |, izraziti pomoc¢u neke funkcije p(x)
koja ¢e vaziti na celom rasponu l. Funkcija p(x) moze se definisati u obliku beskona¢nog reda:

P09 = 2 8,0, ()

gde su: — @, (X) poznate funkcije,

—a, nepoznati koeficijenti.
Jedan od nacina odredivanja nepoznatih koeficijenata a;, je da zbir kvadrata greSaka na celom
naponu | ima minimalnu vrednost, tj.:

minR(a,) = minJ. (pX - p(x))2 dx

OR(a, 0 2
—a:l') =0 < 8_ai“(px - p(x)) dx} =0

o !(px - p(x))%dx =0, i=0,123,.. (1)

Jednacina (1) predstavlja sistem linearnih nehomogenih jednaina iz kojih se mogu odrediti
nepoznati koeficijenti a; .

Racun postaje jednostavniji ako su funkcije ¢(X) ortogonalne, tj. ako je:

I(pn(x)gom(x)dx:o za m#n

[o.0@,(0dx=1 za m=n,

U tom sluéaju u jednacinama (1) pojavljuje se samo po jedan nepoznati koeficijent. U ovakve
ortogonalne sisteme spadaju i trigonometrijski redovi, tj. redovi koji sadrze sinusne i kosinusne
funkcije.

Periodi¢na funkcija p(X+1) = p(X) moze se napisati u slede¢em obliku:
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Radi bolje aproksimacije nije uvek celishodno da se kao perioda izabere samo raspon I, ve¢ je
ponekad pogodnije da se za periodu uvede i visestruka vrednost raspona |. Zbog toga je potrebno i
opterec¢enje na podesan nacin nastaviti preko raspona | i dopuniti ga u periodi¢no opterecenje.
Zbog toga trigonometrijski red (2) moze se napisati u opStem slucaju za neku periodu L(L=I, 2I,
3l,...). Kako ¢e se dalje redovima prikazivati ne samo optere¢enje, nego i komponente deformacija

i napona, onda ¢e se umesto Py i P(X) pisati kao i u matematici fy i f(X), pa je

a X 2Nn7zX 2n7zx
f(x)=—=+ a_ cos +b sin——
(== Z,( . [t basin=r }

Odredivanje nepoznatih koeficijenata a,, ani by

Potrebno je odrediti integral funkcije f(x):

x+L X+L x+L X+L X+L
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Da bi se odredili koeficijenti a,(n=1,2,3,...), jednacinu (3) treba pomnoziti sa cos =

integraciju od X do X+L:

X+L 2n7Z'X

a, _2 Ifx cos dx
L X

Ovde su koriS¢eni uslovi ortogonalnosti:

x+L X M 0,za m=n
Icos cos dx=<{L men
" L L E’Za -
“2nax 2nax
J. sin cos dx=0
X

0,za m#n

2nzX . 2max L
—,zam=n
L 2

>

€)

1 izvrsiti



Sli¢no, za odredivanje koeficijenta b, (n=12.3,...), jednacinu (3) treba pomnoziti sa sin

1zvrSiti integraciju u granicama od X do X+L:

X+L 2n7ZX

b, _2 J-fxsin dx
L X

Ako je funkcija koju treba razviti parna, tj. f(—x)= f(X), ondavazi b, =0, pa je:
2n7zx

f(x) :%+Zan cos
n=1

0 L/2 L/2
2

2 dx :22'[ f (X)cos N
L 0

a":E J f(—X)cosznﬁ—If_X)dx+J. f(X)coszmZX

-L/2 0

L/2
a =ij f(X)cosznﬂX
n L d

dx
U slucaju neparne funkcije, tj: f(-x)=-f(x) vazi a,=0, pa je sli¢no:
£(x)= 3 b, sin
n=l1

L/2
b =%j F (x)sin 2%

n
0

dx

Primer 1

Datu funkciju razviti u Furijeov red na tri nacina:
a) tako da sadrzi i sinusne i kosinusne funkcije,
b) kao neparnu funkciju,

¢) kao parnu funkciju.
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c) f(x)=f(-x)

Jx)
b
X
2x, Xy Xy 2x,
1 - 2n
f(x):5a0+2ancos =
—4Lj2f(x)dx— sz(x)dx— jf dx = o ,=f
L+ Xo '
L/2 2Xo
=i.[ f(x)cos :ijl f(X)cos dX:
L 0 4 0
ﬂ, za n=15,9,...
f, 2x “ 2f 2f nz
:Ljfo cos % dx = Lo ZXo i NAXIT O(smn—”—oj:—osinn—ﬁz 0, za n=246,..
X Xo Xo N 2X, |0 Nrx 2 nrz 2 21,
——,zan=3711,..
nz

f, 2f
f(x)= 7°+—°(cosﬂ—lcos3ﬂ+lcos5—ﬂx...j
r

Primer 2

Datu funkciju razviti u Furijeov red kao neparnu funkciju: p(-x)=-p(X).
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Primer 3

Datu funkciju razviti u Furijeov red kao neparnu funkciju:
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Primer 4
Funkeciju iz primera 2 razviti u Furijeov red kao parnu.
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L=2l, p(x)=p(-x)
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Primer 5

Datu funkciju opterecenja razviti u Furijeov red kao neparnu.
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Iz prethodnog primera opterecenje p dato u vidu Furijeovog reda glasi:
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Ovakav red nije kovergentan, ali se i sa tom funkcijom opterecenja ipak dobijaju konvergentni
redovi za komponente napona i pomeranja u tackama nosaca koje leze van napadne tacke
koncentrisane sile.

Primer 6

Iviéno opterecenje dato na slici razviti u Furijeov red kao parnu funkciju za:
a) L=2a ; b) L=4a.
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Jednako podeljeno optereéenje p i p; ¢ine ravnotezni sistem, pa je:
a—cC_
p-2(@a-c)=2p,-c =p = p—c

Kako god da se izabere perioda L, ¢lan reda %ao bice jednak nuli, jer je j p,dx =0
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